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Introduccion

Platon pensaba que el comienzo es la parte mas importante de la obra, y
como en esta tesis se hablard de Geometria y en especifico de la Geometria
Euclidiana empezaremos definiendo la palabra Geometria la cual proviene del
griego que significa: “medida de la tierra, medida del terreno”, la geometria
tuvo su origen en Mesopotamia y Egipto, como una serie de conocimientos
empiricos acerca de longitudes, angulos, dreas y volimenes que se usaron
para la agrimensura, la construccién y la astronomia. Platén también esta-
bleci6 a la geometria como una disciplina intelectual, separada de cualquier
aplicacién (ver [9] y [11]).

Después, gracias a la contribucion de Euclides con su escrito llamado Los
elementos, libro que fue considerado durante mucho tiempo el texto mas
importante de las matematicas, se establecieron ciertas reglas y definiciones
bésicas. El sélo admitfa las construcciones geométricas que podian realizar-
se usando una vara no marcada (regla) y un compés el cual se caracteriza
porque si una de sus patas se levanta del papel entonces el compés se cierra
inmediatamente (esto es un compés euclidiano), incluso se dice que él hizo
de esto un requisito pues esta implicito en sus construcciones.

Con estas restricciones en los instrumentos, existen muchas construcciones
geométricas que pueden realizarse. Sin embargo, existen también otras que
no se pueden llevar a cabo, de hecho en su momento parecian ser muy faciles
de construir pero con el paso del tiempo los griegos descubrieron que algu-
nas de esas construcciones eran muy dificiles y escaparon completamente de
su ingenio, de esta manera existieron tres problemas imposibles, los cuales
fueron llamados los tres problemas griegos y son los siguientes:

= Es imposible trisecar un angulo usando soélo regla y compaés.
= Es imposible duplicar el volumen de un cubo usando solamente regla y

compas.
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= Es imposible usando solamente regla y compas, construir un cuadrado
cuya area sea la misma de un circulo de radio uno.

Teniendo presente esto, como veremos en este trabajo de tesis, Arquimedes
sabia que se puede trisecar un angulo utilizando una vara recta en la que
hay dos marcas fijas y un compas, desde ese entonces se ha supuesto, como
los griegos debieron haber sospechado, que una triseccion exacta del angulo
con regla (no marcada) y compés es imposible, pero tanto matematicos como
aficionados atraidos a estos intentaban resolverlos, esta seccion fue tomada
primordialmente de [1] y [4].

Por supuesto, sin las restricciones originales de usar solo regla y compas todos
estos problemas pueden ser resueltos, por ejemplo usando otras herramientas
o construcciones para dividir el &ngulo en tres, algunas de ellas las abordare-
mos en esta tesis, un ejemplo es la trisectriz y tiene la propiedad de ayudar a
trisecar el &ngulo y podemos consultarla en [7] y [8], de tal curva en esta tesis
haremos un estudio usando polinomios de Chebyshev los cuales se pueden
consultar en [5] y [10].

Finalmente, utilizaremos la teoria algebraica de campos para demostrar que
es imposible trisecar el angulo usando solo regla y compas la cual fue tomada
principalmente de [2], [3] y [12], podremos ver como se puede trisecar un
angulo recto con regla y compds. Sin embargo, nuestro principal objetivo es
demostrar la imposibilidad de dividir cualquier angulo dado en tres partes
iguales, usando solamente regla y compas.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentamos algunas definiciones, proposiciones y resul-
tados basicos de la geometria euclidiana que usaremos en el desarrollo de
este trabajo y se pueden consultar en [6], algunas otras seran mencionadas
en cuanto se vayan utilizando.

1.1. Definiciones y Proposiciones basicas

Los teoremas geométricos de Euclides se derivan de un pequenio niimero
de supuestos basicos y ampliamente intuitivos, en la literatura se llaman los
cinco Postulados de Euclides y son los siguientes (ver [11]):

1. Puedes dibujar un segmento de recta entre cualesquiera dos puntos,
es decir, dados dos puntos distintos cualesquiera hay exactamente una
recta que los contiene.

2. Una linea recta puede extenderse infinitamente en cualquiera de sus
direcciones.

3. Es posible trazar un circulo de cualquier radio en cualquier punto.
4. Todos los dangulos rectos son iguales entre si.

5. Si una linea recta atraviesa otras dos rectas, y si los angulos internos
formados suman menos que dos angulos rectos (180°), las lineas even-
tualmente se cruzardan. En otras palabras, las lineas paralelas (ver la
Definicién 1.1.9) nunca se cruzan. Esto se conocié como el postulado
de paralelismo de Euclides.
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Proposicién 1.1.1. Dos rectas se intersectan en a lo mas un punto.

Demostracion. Sean Ly y Lo dos rectas que se intersectan en un punto P,
el cual supongamos no es el tnico punto de interseccién de las dos rectas
dadas, es decir, sea () un punto en la interseccién de L1 y Lo, entonces Py
( son puntos de L; y de Lo, pero esto es falso pues por dos puntos distintos
cualesquiera solo puede pasar una linea recta que contenga a los dos por el
postulado 1. O

Notacion 1.1.2. Dados dos puntos A y B el segmento de recta que une a
A y B lo denotamos por AB .

Definicion 1.1.3. Si dos rayos tienen el mismo origen o extremo, pero no
estan en la misma recta, entonces su reunion es un dngulo como en la Figura
1.1. Los dos rayos se llaman los lados del angulo y al extremo comun se llama

vértice. St los rayos son AB y AC, entonces el angulo se indica con /BAC
o bien ZCAB.

A C

Figura 1.1: Angulo /ZBAC.
Definicién 1.1.4. Si zﬁ Yy E son rayos opuestos, y 1@ es otro rayo

cualquiera, entonces /BAC y LZCAD forman un par lineal, véase Figura
1.2.

B A D

Figura 1.2: Par lineal.
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Definicion 1.1.5. Si la suma de las medidas de dos dngulos es 180°, entonces
decimos que los angulos son suplementarios, y que cada uno es el suplemento
del otro, véase Figura 1.5.

o

r

r° 4+ 5% = 180°
Figura 1.3: Angulos suplementarios.

Definicion 1.1.6. Si los dngulos de un par lineal tienen la misma medida,
entonces cada uno de ellos se llama angulo recto y su medida es 90°, véase
Figura 1.4.

90()

_ N

Figura 1.4: Angulo recto.

>
>

Definicién 1.1.7. Si f@ Y 1@ forman un angulo recto, entonces se llaman
perpendiculares, véase Figura 1.5.

A

BID

907
<—|::|—o—>

A C

Figura 1.5: Rectas perpendiculares.

Definicion 1.1.8. Una secante T a dos rectas coplanares Ly y Lo (rectas
que estan en el mismo plano) es una recta que las intersecta en dos puntos
diferentes, véase Figura 1.6.
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L

Ly
Figura 1.6: Recta secante.

Definicion 1.1.9. Dos rectas son paralelas si estin en el mismo plano y
nunca se cortan entre si.

Definicién 1.1.10. Dos dngulos con la misma medida, se llaman dngulos
congruentes.

Definicion 1.1.11. Sean L; y Lo dos rectas paralelas cortadas por una se-
cante T en los puntos P y Q, respectivamente, como en la Figura 1.7. Sea
A un punto de L1 y B un punto de Lo, tales que A y B estdn en los la-
dos opuestos de T'. Entonces, los angulos ZAPQ y ZPQB se dicen alternos
internos y ademas son congruentes.

Figura 1.7: Angulos alternos internos.

Definicién 1.1.12. Dos dngulos son opuestos por el vértice, si sus lados
forman dos pares de rayos opuestos y ademds estos adngulos son congruentes,
véase Figura 1.8.
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‘A-j

Ié)

Figura 1.8: Angulos opuestos por el vértice.

Definicién 1.1.13. Si A, B, C son tres puntos cualesquiera no alineados,
entonces la reunion de los segmentos AB, AC' y BC' se llama tridngulo como
en la Figura 1.9. Los puntos A, B y C se llaman vértices del tridngulo, y los
segmentos AB, AC' y BC' se llaman lados del tridngulo.

Observaciéon 1.1.14. Todo triangulo ABC' determina tres dngulos: ZBAC,
/ABC y ZACB.

A C

7 <

Figura 1.9: Triangulo ABC.

Proposiciéon 1.1.15. La suma de los dngulos interiores de un tridngulo
ABC es 180°.

Demostracion. Sea ABC un triangulo con angulos interiores /BAC, ZABC
y ZAC B. Consideremos la recta paralela a BC que pasa por el punto A,
tal que A esta entre Py () como en la Figura 1.10. Observemos que ZQAC =
/ZACBy Z/PAB = ZABC por ser alternos internos, luego ZQAC+/BAC+
/ZPAB = 180° por ser suplementarios. Por lo tanto ZACB + ZBAC +
ZABC = 180° al hacer la sustitucién correspondiente. O
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P A Q

B C

Figura 1.10: Suma de angulos interiores de un triangulo.

Definicién 1.1.16. Si C' estd entre A y D como en la Figura 1.11, entonces
el ZBCD es un dangulo externo del triangulo ABC.

B

>

A C D
Figura 1.11: Angulo exterior de un triangulo.

Proposicién 1.1.17. Sea m un dngulo exterior al tridngulo ABC como el
de la Figura 1.11, entonces m = /BAC + ZABC.

Demostracion. Observemos que ZAC'B 4+ m = 180° por ser suplementarios.
Ademas, por la Proposiciéon 1.1.15,

/ACB + /BAC + ZABC = 180° (1.1)

luego, despejando la primer igualdad tenemos ZACB = 180° — m, Entonces
al sustituir en (1.1) obtenemos /BAC + ZABC + 180° — m = 180°. O

Definicion 1.1.18. Un triangulo con dos lados congruentes se llama isosce-
les. El otro lado se llama base del triangulo. Los dos dangulos asociados con
la base se llaman dngulos en la base.

Definicién 1.1.19. Un tridngulo rectangulo es un triangulo donde uno de
sus angulos es recto. El lado opuesto del dngulo recto se llama hipotenusa, y
los otros dos lados son los catetos.
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Definicion 1.1.20. Sea P un punto de un plano dado y sea v un nimero
positivo. La circunferencia con centro P y radio r es el conjunto de todos los
puntos del plano que estan a distancia v del punto P, véase Figura 1.12.

Figura 1.12: Circunferencia de radio r y centro P.

Definicion 1.1.21. La cuerda de una circunferencia es un segmento cuyos
extremos estan en la circunferencia, en la Figura 1.13 el segmento AB es

una cuerda.
N

A

Figura 1.13: Cuerda de una circunferencia.

1.2. Tres construcciones no aceptables

Los griegos consideraron que la medicion era simplemente una de tan-
tas artes préacticas, les gustaban las construcciones con una vara (regla) y
compas, incluso sabian como sumar, restar y multiplicar con estas construc-
ciones, su interés era tan profundo que se encontraron con problemas que
los derrotaron por completo y hasta los fanaticos intentaban encontrar so-
luciones para poder resolverlos. Con el paso del tiempo estos problemas se
hicieron famosos tomando por nombre “Los tres problemas griegos”.

Estos problemas a parte de ser famosos por su imposibilidad, desarrolla-
ron a las mismas matematicas. Debido a que, si era imposible darles solucion,
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entonces debia ser posible demostrar su imposibilidad. Los tres famosos pro-
blemas griegos son los siguientes:

= Trisecar un angulo usando sé6lo regla y compas.
= Duplicar el volumen de un cubo usando solamente regla y compaés.

= Usando solamente regla y compés, construir un cuadrado cuya area sea
la misma de un circulo de radio uno.

El problema que capta el interés en esta tesis es el de la triseccién del
angulo, por esta razoén a continuaciéon podremos ver tres construcciones en
las cuales se puede trisecar el angulo, evidentemente rompiendo las reglas
que los griegos establecieron (usar solo regla y compés).

Primeramente podremos ver como Arquimedes podia trisecar un angulo
utilizando una vara (recta) en la que hay dos marcas fijas y un compds, de
modo que la construccion de Arquimedes se extiende a lo que realmente es
posible. Sin embargo, como hemos marcado la regla, esto rompe las reglas
que los griegos establecieron y por ello esta construccion no puede hacerse
con regla y compaés.

A continuacién mostraremos la construcciéon de Arquimedes para trisecar un
angulo la cual podemos consultar en [1], véase Figura 1.14.
Sean « el angulo dado, formado por las rectas ¢ y m, y sea C' su vértice.

E B C D ¢
Figura 1.14: Construccion para trisecar un angulo segiin Arquimedes.

Construccién:
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1. Trazamos un semicirculo S con centro en C'y radio arbitrario. Sean B
y D las intersecciones de S con la recta £, y sea A la interseccion de S
con la recta m.

2. En una regla, marcamos la distancia igual al radio C'B del semicirculo.
Sean 1 y 2 estas marcas.

3. Colocamos la regla de tal modo que 2 coincida con algiin punto del
semicirculo S, 1 con algin punto de la recta £ y que, al mismo tiempo,
la regla pase por A. Sean E y F' los puntos de ¢ y S que acabamos de
localizar con las marcas 1 y 2, respectivamente.

Con la notaciéon anterior, tenemos la siguiente proposicion.
Proposicién 1.2.1. El dngulo AEB es un tercio del dngulo .

Demostracion. Por construccion, EF = F'C entonces el tridngulo FFC' es

isosceles. Asi,
/CEF =2 /FCE = .

Lo cual implica que ZEFC = 180° — 2y. Como FE, F, A estan alineados
ZCFA = 27. Luego, el triangulo FCA es isésceles, porque F'C' = CA. Por
lo tanto ZAFC = ZCAF = 2. Ademas,

/FCA+2/AFC = /FCA + 4y = 180°. (1.2)

Como D, C| B estan alineados, v + ZFCA + a = 180°. Por (1.2) tenemos
que: ZFCA+ 4y = ZFCA + v + a. Asi concluimos que o = 4y — v = 3.
Por lo tanto, v = £. O

La siguiente construccion, hace uso de la curva llamada trisectriz de Hipias
(425 a.C.) la cual tambien es llamada Cuadratriz de Dinéstratos. Primera-
mente definiremos la curva para después ver como se aplica en la triseccion
del angulo, véase [4] y [9].

Sean ABC'D un cuadrado y BED un arco de un circulo con centro en A
y radio AD como se muestra en la Figura 1.15. Supongamos que el radio AB
del circulo se mueve a velocidad uniforme alrededor de A, de la posicién AB
a la posicién AD. También BC empieza a moverse en el mismo momento y
en su ultima posicién coincide con AD. En cualquier instante previo, durante
el movimiento, la recta BC y el radio AB, determinan con su interseccién
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un punto F' o L, véase Figura 1.15. El lugar geométrico de la interseccion de
estos dos lados genera un curva, la cuadratriz.

B C
E
Bl F : C‘I
; L
A i D
A 7 G

Figura 1.15: Cuadratriz.

Definicion 1.2.2. El lugar geométrico de los puntos B, F, L y G es la cua-
dratriz, y la propiedad de la curva es:

/BAD BED AB
/EAD ED FH’

Veamos ahora como la cuadratriz puede trisecar un angulo.

Sea « el angulo dado, primero construimos un cuadrado ABC'D, tal que uno
de sus vértices sea el vértice del angulo o y uno de sus lados esté sobre un
lado del angulo, y construimos la cuadratriz. Sean a = ZEAD y F' el punto
de interseccion de AE con la cuadratriz. Posteriormente trazamos la paralela
a BC por F. Sean B’ y (' los puntos de interseccién de ésta con AB y
DC, respectivamente. Después, trisectamos el segmento AB’ con B” y B"”
los puntos de triseccién, para trazar paralelas a BC por B” y B". Asi, B"C"
y B"C" son dichas paralelas y F’ y F” sus respectivas intersecciones con la
cuadratriz. Finalmente trazamos AF’ y AF".
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B/ F/\EX (v/
B” F’ Cv/l
A\)(

I
x C

A D

Figura 1.16: Triseccién del angulo con la cuadtratriz.

Afirmacién 1.2.3. Las rectas AF" y AF" trisecan el dngulo o.

Demostracion. Por la propiedad de la cuadratriz tenemos
B'A B"A B" A
LFAD ~ /F'AD ~ /F'AD'
pero B'A=3B"Ay B"A=2B"A, entonces

3 2 1
/FAD /F'AD /F"AD’

De lo cual obtenemos que

1
LF'AD = J/FAD,

2
/F'AD = géFAD.

Por lo tanto, las rectas F'A y F" A trisecan el dangulo a. ]

Notemos que esta construccién no puede hacerse con regla y compas ya
que depende de la construccion de la cuadratriz la cual tendriamos que cons-
truir punto por punto lo cual es imposible.

La siguiente y ultima construccion es la mas reciente la cual dio un coronel
aleman que participo en la Primera Guerra Mundial y podemos consultar en
[4].

Sea « el angulo dado, ¢ y m sus lados y C' su vértice. Primeramente trazamos
una serie de semicirculos con centro en C'y trisecamos el menor semicirculo de
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los trazados, transportando el radio r de éste tres veces. Sean x, y, z los puntos
localizados, de esta forma, z estard en £. En cada uno de los semicirculos que
hemos trazado, marcamos con la misma abertura r del compas tres arcos.
Posteriormente trazamos la curva que una a x con la primera marca de cada
semicirculo, y con la segunda, z con la tercera y asi obtenemos las curvas I, I1
y II1. Sea FE el punto de intersecciéon de I1I con la recta m. Finalmente
trazamos un arco de circulo de radio C'E y centro C. Sea F' el punto de
interseccién de éste con ¢. Sean H y G los puntos de interseccién del arco
con las curvas [ y 11, respectivamente.

E m
117
Y
A—11
—“‘—“‘
———"‘ H [
e ,--—--’—--—
- —-—’--—
’ Y I= ,_—_‘ :—- = F (,

c A

Figura 1.17: Construccion del Coronel Alemén.

Afirmacion 1.2.4. Las rectas CG y CH trisectan al dngulo o.

Demostracion. Las curvas I, I1, 111 son el lugar geométrico de los puntos que
determinan arcos iguales en cada semicirculos, en particular Gy H dividen el
arco E'F en tres arcos iguales. Por lo tanto, los segmentos CG y CH trisectan
el angulo «. O]

Esta construccion tampoco es aceptable por métodos euclidianos ya que
para construir las curvas I, II, IIIl con regla y compas tendriamos que
hacerlo punto por punto, lo cual es imposible.



Capitulo 2

Trisectriz: otra forma para
trisecar el angulo

De los trabajos realizados por numerosos mateméaticos se descubrieron
varias y novedosas curvas. En este capitulo introducimos un tipo de curva
derivada de una construcciéon geométrica, esta curva es importante pues tie-
ne la propiedad de trisecar el angulo y son la generalizacién de la llamada
Trisectriz de Ceva.

2.1. Construccion

La Trisectriz de Ceva fue estudiada por Giovanni Ceva, matematico ita-
liano (1648-1736). Esta curva se puede describir como sigue y la podemos
consultar en [1].

Dados una circunferencia de centro O y radio a, y una recta & que pasa por
O. Consideremos P un punto de la circunferencia, como en la Figura 2.1.

Figura 2.1: Construccién de la Trisectriz de Ceva.

14
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Se construye un punto M tal que OP = PQ = QM y () se encuentra en
la recta Ox, de manera que los puntos O, P y M sean colineales.
El lugar geométrico de los puntos M cuando P se desplaza en la circunferen-
cia, es la curva llamada Trisectriz de Ceva.

Proposicion 2.1.1. El dngulo ZxQM es el triple del angulo ZzOM .

Demostracion. El angulo ZPOQ = ZPQO = « pues el tridngulo OPQ es
isosceles. Sea 3 el angulo ZOPQ), como a+ a+ 3 = 180°, por la Proposicién
1.1.16, ZM PQ = 2a. Dado que el triangulo PQM es isosceles, entonces el
ZPMQ = 2a. Sea v = ZPQM, sabemos que 2a + 2« + v = 1807, entonces
ZrxQM = 3a. m

Proseguimos con el estudio de esta curva, analizando la construccion de
la que hemos hablado y dando parametrizaciones con las que podemos visua-
lizarla ([8],[7]). Dada la importancia de la trisectriz de Ceva en lo que sigue
de este capitulo determinamos la parametrizacion de la curva.

Definicion 2.1.2. La Trisectriz de Ceva, véase Figura 2.2, estd definida por
la siguiente ecuacion polar,

sen kg cos(k + 1)p

p=a+2a ,a>0,keN pe(0,2m). (2.1)

sen

Figura 2.2: Trisectriz de Ceva.

La Figura 2.2 muestra la Trisectriz de Ceva para el caso a =1y k = 2,
notemos que tiene dos ejes de simetria perpendiculares.
Si k = 1, entonces obtenemos la llamada Cisoide de Ceva la cual fue ideada
por Ceva y la llamé Cicloide Anomalorum.

Definiciéon 2.1.3. La Cisoide de Ceva, véase Figura 2.3, es una curva plana
que se define con la ecuacion polar

p=142cos(2¢), ¢ € (0,2m). (2.2)
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Figura 2.3: Cisoide de Ceva donde k£ = 1.

Notacién 2.1.4. Denotamos la distancia entre dos puntos A y B como
d(A, B).

Sea e una linea dada por la ecuacién y = ztan(a) donde 0 < o < 7.
Consideremos A; un punto en la linea e tal que su primer coordenada es x > 0
y d(O, A;) = 1. Sea A, el punto que esta en el eje = tal que d(A;, Az) =1
y Ay # O. Escogemos el nuevo punto As en la linea e tal que d(As, A3) =1
y A3z # A véase Figura 2.4. Recursivamente podemos definir el punto A;
(para i > 2) en la linea e o en el eje z, si ¢ es impar o par, respectivamente
donde d(A;, A;_1) =1y A; # A;—2. La Figura 2.4 muestra el caso en el cual
los puntos A; estan en la linea e y son impares, y la Figura 2.5 muestra el
caso en el cual los puntos A; estan en la linea e y los subindices son pares.

Figura 2.4: Puntos A; con subindices impares en la linea e.
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Demostracion. a) Como 0 < o <

Figura 2.5: Puntos A; con subindices pares en la linea e.

Proposicién 2.1.5. Si 0 < a < 7, entonces

a) A; estd entre los puntos O y A;is.
b) Si el dngulo ZOA; 1 A; es ay, entonces oy = ia para i € N.

T A, Aipq1 vy Ao existen, ademés

observemos que los puntos O, A;, A; 1o son colineales y pertenecen a la
recta e 0 a el eje x como en la Figura 2.4 y la Figura 2.5. Dado que O
es el origen se cumple que A; estd entre los puntos O y A;.».

Procederemos de manera inductiva. Dado que el tridngulo OA;A; es
isosceles con OA; = A;A; se tiene que LZOAA, = a = LA0A;.
Como ZOA A, es suplemento de LAsA1A; (Figura 2.6) y la suma
de los angulos interiores de un triangulo es 180°, se cumple que ay =
LAA As = 2a.

Supongamos que «; = ZOA; .1 A; = ia.

Ahora, consideremos el triangulo A; 1A;A;11 el cual es isosceles con
Ai—lAi = AiAi—i-l- ASi, éAi—l—lAi—lAi = ; = éAi—lAi—i—lAi- Por la
hipétesis de induccién,

20@ + éAi—lAiAi—&—l = 180° y (23)

ZOAiAi_l + ZAi—lAiAi—i—l + Qi1 = 180°. (24)

Restando las ecuaciones (2.3) y (2.4), y dado que ZOA;A;1 = a1 =
(¢ — 1), obtenemos

a1+ (1 — Da —2a; = 0.
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Por lo tanto,

iy = (Z + 1)@

...... S Qit1 Qigy,

oA Az A, Ay ¥

Figura 2.6: Generalizacién de la trisectriz hasta el punto A;;; en la linea e.

Para que esté bien definida la trisectriz, a continuacién determinamos un
intervalo para el angulo a.

Proposicién 2.1.6. Sii < 5= +1, yi > 2, entonces los puntos A; existen.

Demostracion. Como i < 7= + 1, entonces 2a(i — 1) < 7. De que ¢ > 2 el
angulo 2a(i — 1) existe, es decir, el punto Ay;_1) existe por la Proposicién

2.1.5. 0
A
y
T P e o s s p—— 7 — AS e
A o
: do
CL
7 o Ja 3o\ /50 Sa e
0 1 Y N T’ Ag 5 &
cosu cos3a cossa

Figura 2.7: Generalizacién de la trisectriz hasta el punto As en la linea e.
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El punto A; se mueve en un arco de circulo, véase Figura 2.7, dado por

la ecuacién

nle)=cosa, T (2.5)
y1(a) = sena. 2

De las coordenadas de A; (con ¢ = 2k + 1), obtenemos un sistema de
ecuaciones paramétricas dadas por

Topi1(a) = 2(cosa + cos3a+ -+ - + cos(2n — 1)a) + cos(2n + 1)«

Yoni1(a) = sen(2n + 1)a.

(2.6)

Paran # 1 el punto As, .1 depende del angulo «, del triangulo As,, 1 As, Aspiq,
con lo que 2 - 2na < 7, entonces 0 < a < - véase Figura 2.8.

A
."

0 Agp_o Ay X
cos(2n — 1)a cos(2n + 1)a

Figura 2.8: Generalizacion de la trisectriz hasta el punto Ay, .1 en la linea e.

2.2. Polinomios de Chebyshev

A continuacion estudiaremos los polinomios de Chebyshev de los cuales
existen varios tipos, sin embargo en esta tesis solo veremos el primer y se-
gundo tipo, T,,(z) y U, (z), pues son justo los que necesitamos para tener una
parametrizacion de la Trisectriz, una consulta mayor de estos polinomios se
puede hacer en [10] y [5].

Definicién 2.2.1. Los polinomios de Chebyshev de primer tipo T,(z) son
polinomios en x de grado n, donde n € Z definidos por la siguiente relacion

T, (x) = cosna, donde x = cos a, (2.7)

el valor de la variable x estd en el intervalo [—1,1], y o« € [0, 7].
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Proposicion 2.2.2. Si el grado de los polinomios de Chebyshev es n > 1
entonces, Ty1(x) = 22T, (x) — Th—1 ().

Demostracion. Por definiciéon sabemos que

Thi1(cosa) = cos(n+ 1)a = cosna cos a — sen na sen a,
T,—1(cosa) = cos(n — 1)a = cosnacosa + sennasen a.
Entonces,

Toi1(x) + T 1(x) = cos(n+ 1)a+ cos(n — 1)«
= 2cosna cosa
= 22T,(z).

Despejando se obtiene

Toi1(x) = 22T, (z) — Ty—1 ().
]

Ejemplo 2.2.3. Algunos ejemplos de Polinomios de Chebyshev del tipo T, (x)
son:

To(z) = cosO-a=1,
Ti(z) = cosl-a=uz,
Ty(z) = 22% —1,

T3(z) = 42° — 3z,

Ty(z) = 8% —82? +1,
Ts(z) = 162° —202° + 5.

Definicién 2.2.4. Los polinomios de Chebyshev de sequndo tipo U,(x) son
polinomios en x de grado n, donde n € Z definidos por

_sen(n+ 1)a
~ sena

Un(x) , donde x = cos «,

el valor de la variable x esta en el intervalo [—1,1], y o € (0, 7).
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Ejemplo 2.2.5.

sen o
() o(7) sen o ’
sen 2«
1) (7 sen o o

Observacion 2.2.6. Si el grado de los polinomios de Chebyshev de sequndo
tipo esn = 1, entonces

sen(n — 1+ 1)«
sen o

senal,_i(cosa) = sena

= senna.

Proposicién 2.2.7. Si el grado de los polinomios de Chebyshev de sequndo
tipo es m > 1, entonces Up,(x) = —U_—2(x).

Demostracion. Dado que sen(z) es una funcién impar se tiene que:

—sen(—m — 2+ 1)«
sen «
—sen(—m — 1)«

—U_pma(z) =

sen o
—sen(—(m+ 1))«
sen «

sen(m + 1)«

= ——— =U,().

sen «

]

Proposicién 2.2.8. Si el grado de los polinomios de Chebyshev de sequndo
tipo es n = —1, entonces U_1(x) = 0.

Demostracion.

—-1+1
U () = sen(—1+4+1)a  sen0 0

sen « sen «

]

Proposicién 2.2.9. Si el grado de los polinomios de Chebyshev de sequndo
tipo es n = —2, entonces U_o(z) = —1.
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Demostracion.

Uos(z) = sen(—2 + 1)« _sen—a

sen « sen o

]

Proposicion 2.2.10. Si el grado de los polinomios de Chebyshev de sequndo
tipo esn = 1 entonces, Uy, (z) = 22U,—1(z) — Up—2(2).

Demostracion. Sabemos que

sen(n + 1)a = sen(na + ) = senna cos «a + sen a cos na,
sen(n — 1)a = sen(na — o) = senna cos a — sen o cos na.
Entonces,

sen(n + 1)a + sen(n — 1)a = 2 cos o sen nav.
Asi,

sen(n+ 1)a  sen(n—1)a  2cosasenna

sen o sen « sen «

Luego obtenemos,
Up(z) — Up—a(x) = 22U,_1 ().
Finalmente, despejamos y obtenemos la igualdad
Un(x) = 22U, _1(x) — Up_a(x).
O

Ejemplo 2.2.11. Algunos ejemplos de polinomios de Chebyshev del tipo
Un(x) son:

= 4g% -1,

823 — 4z,

162 — 1222 4+ 1,
= 322° — 322% + 62.

8
— ~— ~— ~—
I
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Proposicién 2.2.12. Si el grado de los polinomios de Chebyshev de primer

y segundo tipo es n > 1, entonces T, (x) = 3(Un(z) — Un—a()).

Demostracion. Sabemos que

sen(n + 1)a — sen(n — 1)av = 2 sen a cos nav.

Entonces,

sen(n+1)a  sen(n —1)a  2senacosna

sen o sen o sen o
Asi,
Por lo tanto,

Th(x) = 5 (Un(2) = Un—2())-

1
2

0
Proposicién 2.2.13. Si el grado de los polinomios de Chebyshev de primer

y sequndo tipo es n =1 con n impar, entonces
Ud(z) =2 > Tj).
7 tmpar

Demostracion. Sabemos que

Entonces,
2T (z) = Up(z) —U_y(x),
2T3(I) Ug(l') — Ul(l‘),

Siguiendo el mismo procedimiento hasta n donde n es impar, obtenemos
2T (x) = Uy(z) — Up—a(x).
Por la Proposicion 2.2.8, U_;(x) = 0. Por lo tanto,

Un(z) =2 >, T;)

Jimpar
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Proposicién 2.2.14. Si el grado de los polinomios de Chebyshev de primer
y sequndo tipo es n =1 con n par, entonces

Up(x) =2 Zn: T(x) — 1.

Demostracion. Sabemos que

Entonces,
2To(x) = Up(z) — U_a(x),
2Ty () Us(x) — Up(x),
2Ty (x) = Uy(z) — Us(x).

Siguiendo el mismo procedimiento hasta n donde n es par, obtenemos
2T, (z) = Uy(z) — Uy—a(x).

Por la Proposicién 2.2.9, sabemos que U_5(x) = —1. Asi, concluimos que
k
Un(z) =2 Tj(z) — 1.
J par
]

Proposicién 2.2.15. Si el grado de los polinomios de Chebyshev de primer
y sequndo tipo es n = 1, entonces

2 Z T2j71<1’) -+ T2n+1 (fE) = .Z'Ugn(l')
j=1

Demostracion. Por la Proposiciéon 2.2.12,

L Uns(@) + U ().

xU,(z) = 5

Entonces, obtenemos que

xUs,(z) = ;(Uzn—l(I)+U2n+1($))

= Uss(@) + 5 (Una (0) = Vo s ()

= 2 Z ng_l(flf) + T2n+1 (ZE)
j=1
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Proposicién 2.2.16. Si el grado de los polinomios de Chebyshev de primer
y sequndo tipo es n > 1, entonces

n—1
1+22T2] +T2n( ) —I‘Ugn_l(l‘).
J=1
Demostracion.
n—1 n—1
1+22T2j +T2n() = _1+2ZT2.7 +T2n()
j=1 7=0

= Unnoal®) + 5 (Unala) = Unno(2)

= ;(Ugn_g(x) + U (7)) = U1 ().

]

Proposicién 2.2.17. Usando los Polinomios de Chebishev para x = cos «,
las ecuaciones (2.6) se pueden escribir de la siguiente forma

n = cos als, (cos ),
Tont1() alUy,(cos a) 0cae ™ 28)
Yont1(a) = sen aly,(cos a). An’

Demostracion. El sistema de ecuaciones (2.6) es

Topy1(a) = 2(cosa+ cosda+ -+ -+ cos(2n — 1)a) + cos(2n + 1)a,
Yont1(a) = sen(2n+ 1)a.

Por la Proposiciéon 2.2.15, se cumple
2ZT2] 1 +T2n+1( ) —.TUQn(.CE)

Entonces,
Tont1(a) = 2(Cosa + cos3a+ - -+ 4 cos(2n — 1)a) + cos(2n + 1)«
= QZng 1(7) + Tonya ()

A UQn( )
cos a Uy ().
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Y también,

Yons1(a) = sen(2n+ 1)«

<sen(2n + 1)@)
= senq | ———
sen a

= sena Uy,(cosa).
Por lo tanto,

Yon+1(a) = sen aly,(cos ).

Observemos que las siguientes desigualdades son validas

T
$2n+1(ﬁ) <@gupi(a) <2n+ 1,y
0 < yopt1(a) < L.

Ademas, y2,41(0) = 0 y como ZOAjy, Ay, = 90°, entonces a + 2na =
(ver el tridngulo O As, Ag, 41 en la Figura 2.9). Despejando a a obtenemos lo
siguiente

0
a= .
dn + 2
Por lo tanto,
T
() =1
yanii(g,75)

A2n+l

2na \

9 Aoy, X *

Figura 2.9: Generalizacion de la trisectriz hasta el punto Ay, .1 en la linea e.
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Corolario 2.2.18. En caso de vértices A,, (conn > 1) el sistema de ecua-
ciones paramétricas de las curvas es

zn(a) = cosal,_1(cosa),
yn(a) = senal,_;(cosa). (2.9)
con T = cosa.
Demostracion. Por el Teorema 2.2.17 haciendo n = 2k 4 1, obtenemos
Tn(@) = Toppi(a)
= cos alUsy(cosa)
= cosal,_1(cosa)
= cosal,_1(cosa)
y también
yn(@) = yort1(a)
= senalUsy1(cos )

= senal,_1(cosa).

O
Definicion 2.2.19. La ecuacion polar de Asy,yq es
p(a) = Usn(cosa), 0<a< % (2.10)
Proposicién 2.2.20. La ecuacion polar de las curvas cuando o € (0,27) es
pn(a) = U,—1(cos ). (2.11)
Demostracion. Por Corolario 2.2.18, sabemos que
zp(a) = cosal,_i(cosa)
yn(a) = senal,_(cosa).
Entonces,
U2 (cosa) = (COS2 o + sen” a) U2 (cosa)

= cos®alU?_(cosa) + sen® aU?_,(cosa)
= (@) +yn(@)
= pn(a)Q'

Asi, concluimos que p,(a) = U,_1(cos a). O
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Proposicién 2.2.21. Derivado de la Ecuacion paramétrica 2.9 tenemos

a) 22 492 = U? | (cosa), (2.12)
2 a?

b = — 2.13

) cos” a R ( )

Demostracion. De la ecuacion (2.9),

a)

22 +92 = cos’a U2 (cosa) +sen’a U2 (cosa)

= U?_,(cosa)(cos® a +sen®a) = U2, (cosa)

> cos®aU?_(cosa)

2
= = cos” a.
z? + y? UZ_ (cosa)

O

Proposiciéon 2.2.22. La ecuacion cartesiana de las curvas definidas por
(2.9) es

2
2 2 2 £
=U, —_— |- 2.14
x° + Y n—1 ( ZL‘2 n yg) ( )
Demostracion. Sabemos por el Corolario 2.2.18 que:

zo(a) = cosal,_i(cosa)

yn(a) = senal, 1(cosa).
Entonces,
2?2 +y* = cos®2U2_(cosz) +sen2U>_|(cosz) = U2 | (cos ).

Finalmente por la ecuacién (2.13) obtenemos,

U2 | (cosz) = U? _= .
n—1 n—1 72 +y2
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Teorema 2.2.23. Sin = 2k+1 las curvas definidas por las ecuaciones (2.1)
y (2.11) para a = 1 son iguales.

Demostracion. Ya que

sen(2k +1)a = sen(k+ (k+1)
= senkacos(k + 1
= senkacos(k + 1
= senkacos(k + 1

= 2senka cos(k + 1)a + sen” ka sen o + cos® karsen a

~—

«
a+ coskasen(k + 1)«
a + cos kafsen ko cos a + cos ka sen a

o + sen ka cos ka cos a + cos? ka sen a

~— — ~—

= 2senkacos(k+ 1)a+ sena.

Si en la ecuacién (2.1) hacemos ¢ = « entonces tenemos,

sen(2k + 1)

Usp(cosar) =
sen o

~ 2senkacos(k+ 1)a +sena

N sen o

B 2senkacos(k+ Da

N sen o '

m

Proposicion 2.2.24. Sin = —4 entonces la curva definida por la ecuacion

(2.11) es la curva de hojas p,(a) = cos p(4asen® ¢ —b) donde a =2 yb = 4.

Demostracion. Sea n = —4,

p(p) = Un-i(cosp) = U_s(cosp)
= —Us(cosp) = —Uzy1(cos p)
= —(2cospUs(cosp) — Uy (cos p)
= —(2cosp(2zUi(x) — Up(x)) — Uy(cos ¢))
= —(2cosp(2cosp(2cosp) —1) —2cosy)
= —8cos®p+2cosp +2cos
= —8cos®p+4cosp = —4cosp(2cos® o — 1)
cos p(—8cos® p + 4)
= cos(—8(1 —sen® ) +4) = cos p(—8(1 — sen? ) + 4)
= cosp(—8 4 8sen?p + 4) = cos p(8sen? p — 4).

Por lo que p,(¢) = cos p(dasen® ¢ —b) con a =2 y b= 4. O
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Las siguientes ecuaciones cartesianas las podemos consultar en [8, p. 44].

Proposicién 2.2.25. Las ecuaciones cartesianas para (2.14) son las siquien-
tes.

a) * +y* =1 para |n| =1 (Circulo, Figura 2.10);
b) (22 + y*)? = 42® para |n| = 2 (Dos circulos tangentes, Figura 2.11);
c) (2% +y?*)? = (32* — y*)? para |n| = 3 (Cisoide de Ceva, Figura 2.12);

d) (% +y*)* = 162*(2* — y*)? para |n| = 4 (Unién de la Curva de hojas,
Figura 2.13);

e) (22 +y?)° = (5x* — 102%y* + y*)? para |n| =5 (Sectriz de Ceva, Figura
2.14);

Demostracion. a)

.T2

A

N\
J

\4

Figura 2.10: Circulo.
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b)
(@2 +y2)? = (U2 a?
n—1 1132 + yg
2 z?
- (1 (\75)
— 2 1‘2 )
- 2+ y2
22 + y?
(427)
(22 + 2)?
Entonces,

As, (22 + y?)? = 422

Figura 2.11: Dos circulos tangentes.

31
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c)

Entonces,

)

(@® +y") (2" +97)°)° =
)
)

Figura 2.12: Cisoide de Ceva.

32
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d)
2 2\4 2 z? !
= (U
(I +y) <3< xQ—I—y?))
4
2 3 2
— (s * .y "7
1.2 + y2 1'2 + y2
3 2 4
2 T2 2
= (64 — | —64 16 _
( ( $2+y2> ( m2+y2> + ( x2+y2>)
2\3 2\2 212 4
- (o O+ O )
4
(g @@ @6 )
(22 + y2)? (22 + 12)? (22 + y2)?
B 6425 — 6425 — 642%y? + 1625 + 32212 + 162%y* !
o (xQ + y2)3
(1625 — 32042 + 1627y *
- (:1;2 +y2)3 :
Asi,

(2 + ) 2* + )4 = (1625 — 322%% + 162°y*)?,

(2? + )M = (162° — 322%% + 162%y*)*,

(@ +y)ht = (162°(a" — 2277 + y"))",
(IQ + y2)4 — 161’2(ZE2 o y2)2.

Figura 2.13: Unién de la curva de hojas.
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e)

4 2 3 2 2\ \ °
T 7ty
= 256 — 384
( a:2+y <:v2—|—y2> - +<x2+y2>)

_ <2 _aga@P@ Y M>5
($2+y2)4 1’2+y2

(252 —100x6y2+110x — 20228 + 5\’

- ( (a2 +12)* ) '

Entonces,

(2* + 2 (2* + 2 = (252° — 1002°%* + 1102*y* — 202%y°® + ¥)°,
= (252% — 1002592 + 1102*y* — 20225 + 4°)°,

(2 +9)°)°
(#* +y*)° = 252% — 1002%% + 1102*y* — 202%y° + %,
(2 +y*)° = (5a* — 1027y + y*)*.

Figura 2.14: Trisectriz de Ceva.
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Por lo tanto, para n = 5, (2% + y?)° = (52* — 102%y* + y*)%
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Capitulo 3

Haciendo Algebra con regla y
compas

Por razones estéticas, matematicas o filoséficas, los matematicos griegos
consideraron a la recta y al circulo como las tnicas figuras geométricas per-
fectas. De hecho, la regla deberia ser una regla sin marcas y de un solo lado.
En la primera seccion de este capitulo veremos una serie de definiciones y
proposiciones necesarias para poder demostrar la imposibilidad de los tres
problemas griegos, las cuales podemos consultar en [3].

3.1. Extension de Campos

Definicién 3.1.1. Un campo F es un conjunto en el cual se definen dos ope-
raciones +, - (llamadas adicion y multiplicacion, respectivamente) de modo
que para cualquier par de elementos a, b en F', existen elementos inicos a+b
ya-ben F tales que se cumplen las siguientes condiciones, para todos los
elementos a, b, ¢ en F.

I.a+b=b+aya-b=">-a.
(Conmutatividad de la adicion y la multiplicacion).

2. (a+b)+c=a+(b+c)y(a-b)-c=a-(b-c).
(Asociatividad de la adicion y la multiplicacion).

3. Existen elementos distintos 0 y 1 en F' tales que

O+a=a y 1-a=a.

36
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(Ezistencia de elementos identidad para la adicion y la multiplicacion).

4. Para cada elemento a en F' y cada elemento no nulo b en F, existen
elementos ¢ y d en F' tales que

a+c=0 y b-d=1
(Ezistencia de inversos para la adicion y la multiplicacion).

5.a-(b+c)=a-b+a-c.
(Distributividad de la multiplicacion sobre la adicidn).

Definicion 3.1.2. Un espacio vectorial V sobre un campo F' es un grupo
abeliano respecto a la adicion “ + 7 tal que para todo o € F' y todo v € V,
existe un elemento av € V' de tal modo que:

1. a(vy +v9) = avy + ave, para o € F, vy,v5 € V.

2. (a4 B)v=av+ pv, para o, € F,veV.

3. a(fv) = (af)v, para a, B € F,v e V.

4. v =v para todo v € V, donde 1 es el elemento identidad de F'.

Definicion 3.1.3. Dados K y F dos campos tales que K D F, en tal si-
tuacion se dice que K es una extension (o campo extension) de F' y a F un
subcampo de K.

Ejemplo 3.1.4. Denotamos el campo de los niumeros complejos por C, el de
los numeros reales por R y el de los numeros racionales por Q.

= R es una extension de Q.
» C es una extension de Q y de R.

Definiciéon 3.1.5. Sean V' un espacio vectorial y F' un campo, la dimension
de V' sobre F' es el numero de elementos de cualquier base de V' sobre F.

Definicién 3.1.6. El grado de K sobre F' es la dimension de K como espacio
vectorial sobre F' y se denota dimp(K).

Definiciéon 3.1.7. Se dice que K es una extension finita de F' si considerado
como espacio vectorial sobre F, dimp(K) es finita. Se expresard dimp(K)
como [K : F| y se le llamard grado de K sobre F.
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Notaciéon 3.1.8. Denotamos por K[x] al conjunto de los polinomios en x
sobre K.

Definicién 3.1.9. Sean K un campo y f(x) € K[z], no constante. El poli-
nomio f(x) es irreducible sobre K o es un polinomio irreducible en K[z] si
f(x) no puede expresarse como el producto g(x)h(zx) de dos polinomios g(x)
y h(z) en K[z] ambos de grado menor que el grado de f(zx).

Ejemplo 3.1.10. » p(z) = 2% —2 es un polinomio irreducible en Q, pues

ple) =a?—2= (2 + VD(x - v2) y V2 £ Q.

» p(x) = 22 + 1 es un polinomio irreducible en R, pues p(z) = 2> +1 =
(x+i)(x—1i) yi g R.

Las siguientes definiciones se pueden consultar en [2, p. 37-38].

Definicién 3.1.11. Un subconjunto S de un espacio vectorial V' es lineal-
mente dependiente si existe un nimero finito de vectores distintos

T1,%9, ..., Ty €n S
y escalares aq,as,...,a, en F', no todos cero, tales que
a171 + asxry + - - + apx, = 0.

También se puede describir esta situacion diciendo que los elementos de S
son linealmente dependientes.

Definicion 3.1.12. Se dice que un subconjunto S de un espacio vectorial,
que no es linealmente dependiente, es linealmente independiente.

Teorema 3.1.13. Sean L D K D F, tres campos tales que ambos [L : K| y
[K : F] son finitos. Entonces L es una extension finita de F y satisface,

[L:F|=[L:K]|K:F]

Demostracion. Escribiremos explicitamente una base de L sobre F'. Supon-
gamos que [L : K] = my que [K : F] = n. Sea {vy,vs, ..., v, } una base de
L sobre K y {wy,wy,...,w,} una base de K sobre F. Mostraremos que los
elementos de la forma v;w; donde i € {1,2,....,m} y j € {1,2,...,n}, son base
de L sobre F'. Nétese que al menos tal coleccion tiene el niimero exacto de
elementos.
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Afirmacién. El conjunto {vw; : i € {1,2,....,m} y j € {1,2,...,n}} forma
una base de L sobre F.

Primero veremos que todo elemento de L es combinacién lineal de estos
mn elementos con coeficientes en F', posteriormente mostraremos que estos
mn elementos son linealmente independientes. Sea [ un elemento cualquie-
ra de L. Como todo elemento de L es combinacion lineal de vy, vy, ..., v,
con coeficientes en K, el elemento [ debe ser en particular de la forma
I = kivy + kovy + -+ + k,,v,, donde los elementos kq,...,k,, € K. Como
todo elemento de K es una combinacion lineal de wq, wo, ..., w, con coeficien-
tes en F'. Entonces,

ki = fuwy + -+ finwy

donde todos los f;; estdan en F' para todos i € {1,2,...,m}y je€{1,2,...,n}.
Sustituyendo las expresiones de los k; en | = kyvy + - - - + k,,v,, obtenemos,
I = (furvr+ fiava+- -+ fravp)wi+- - -+ (frawi +- -+ frnn) Wy, , efectuando
las operaciones indicadas usando las propiedades distributiva y asociativa,
tenemos [ = friviwr + figvowi + - -+ + fijv;w; + - 4 frnUpWsy,, como los
fi; estdn en I, hemos expresado a [ como combinacién lineal sobre F' de los
elementos v;w;. De esta manera, los elementos v;w; generan ciertamente a L
sobre F'. Por lo tanto, [L : F] es finito.

Ahora veamos que los elementos v;w; son linealmente independientes so-
bre F'. Supongamos que fi1v1wy + fioviwy + - - - + fipv1w, + forvewy + - - - 4
fonVowy, + -+ -+ [V + - - -+ frnvnw, = 0, donde los f;; estan todos en F'.
Reagrupando la expresién anterior, se tiene que c1v1 + covg + ++ - + €Uy, = 0
donde ¢; = fiywi + -+ + finw, puesto que los elementos ¢; estdn en K y
los elementos vy, vs, ..., v, de L son linealmente independientes sobre K se
tiene que ¢; = ¢ = -+ = ¢, = 0. Recordando que ¢; = fiyw, + - + finwy,
donde los f;; estan en F'y wy, ws, ..., w, € K son linealmente independientes
sobre F', se deduce que f;; = 0 para todo i € {1,2,....m} y j € {1,2,...,n}.
Por consiguiente solo la combinacion lineal trivial con todos los coeficien-
tes cero de los elementos v;w; sobre I’ pueden ser cero. Por lo tanto, los
v;w; son linealmente independientes sobre F. Hemos probado que los mn
elementos v;w; forman una base de L sobre F. Luego [L : F| = mn, como
m = [L: K] yn=[K: F] hemos obtenido el resultado buscado, es decir,
[L:F|=I[L:K|K:F|. H

Las demostraciones de los siguientes Teoremas se pueden consultar en [3,
p. 187-188|.
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Teorema 3.1.14. Supongase que V es dimensionalmente finito sobre F,
entonces dos bases cualesquiera de V' sobre F' deben tener el mismo nimero
de elementos y este numero es exactamente dimp(V').

Teorema 3.1.15. Sea V' un espacio vectorial sobre F' tal que la dimp(V) =
n. Sim > n entonces m elementos cualesquiera de V' son linealmente depen-
dientes sobre F.

Corolario 3.1.16. Si FF C K C L son tres campos tales que [L : F| es finito,
entonces [K : F] es finito y divide a [L : F].

Demostracion. Como K C L no puede tener mas elementos linealmente in-
dependientes sobre F' que L. Por el Teorema 3.1.15, [L : F| es el tamano
del mayor conjunto de elementos linealmente independientes de L sobre F.
En consecuencia [K : F] < [L : F], asi debe ser finito. Dado que L es fi-
nito dimensional sobre I’y puesto que K contiene a F, L debe ser finito
dimensional sobre K. De esta manera se satisfacen todas las condiciones del
Teorema 3.1.13 y se cumple que [L : F| = [L : K|[K : F], de donde [K : F|
divide a [L : F]. O

Teorema 3.1.17. Supongase que K es una extension finita de F' de grado
n. Entonces, dado cualquier elemento u en K existen elementos ag,aq, ..., ay,
en F', no todos cero, tales que ag + ayu + - - - + a,u™ = 0.

Demostracion. Dado que [K : F] = dimp(K) = ny {1,u,u?, ...,u"} tiene
n + 1 elementos, por el Teorema 3.1.15, deben ser linealmente dependientes
sobre F', de esta manera se pueden encontrar ag,ay,...,a, en F, no todos
cero, tales que ag + aqu + - - - + a,u™ = 0. O

Dado p(r) = apz™ + apx™ ' + - -+ + ay,, p(a) se entiende por el elemento
apa™ + aa” -+, de K.

Definiciéon 3.1.18. S7 K D F son campos, entonces se dice que a € K es
algebraico sobre F si existe un polinomio p(x) # 0 en F[x] tal que p(a) = 0.

La conclusion del Teorema 3.1.17 quiere decir que, si K es una extension
finita de F', entonces todo elemento de K es algebraico sobre F.

Definicion 3.1.19. Si K es una extension de F tal que todo elemento de K
es algebraico sobre F' se dice que K es una extension algebraica de F'.
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En estos terminos el Teorema 3.1.17 se puede reformular como sigue:

Teorema 3.1.20. 57 K es una extension finita de F' entonces K es una
extension algebraica de F'.

Definiciéon 3.1.21. Un elemento de K que no es algebraico sobre F' se dice
que es trascendente sobre F.

Ejemplo 3.1.22. Considérese C el campo complejo como una extension del
campo de los racionales Q. El niumero complejo a = 1+ 1 es algebraico sobre
Q, ya que satisface a* —2a+2 = 0 sobre Q de manera semejante, el nimero

real b =1/1+ V142 es algebraico sobre Q puesto que b*> =1+ /1 + /2.
Ast, desarrollando ((b* — 1) — 1)* = 2 se obtiene que (b2 —1)3 —1)> —2 =
b2 — 6b10 4 1568 — 22 + 21b* — 126> — 6 = 0 una expresion polinémica no
trivial en b con coeficientes racionales, que es igual a cero y por consiguiente
b es algebraico sobre Q.

Es posible obtener ntiimeros racionales que sean trascendentes sobre Q
muy facilmente sin embargo, el establecer la trascendencia de ciertos ntime-
ros conocidos requiere un esfuerzo real. Se sabe que los ntimeros 7 y e son
trascendentes sobre Q.

Definiciéon 3.1.23. Se dice que un nimero complejo es un nimero algebraico
st es algebraico sobre Q.

Se vera pronto que los ntimeros algebraicos forman un campo, el cual es
un subcampo de C. Recordando lo visto en el Teorema 3.1.17, si K es una
extension finita de F', entonces todo elemento de K es algebraico sobre F' con
base a esta afirmacién nos preguntamos ahora ;jse puede producir de algtin
modo una extension finita de F usando a? la respuesta es si y es consecuencia
del siguiente teorema, el cual se demuestra en un contexto mas general de lo
que en verdad se requiere sin embargo daremos una serie de definiciones y
proposiciones antes de proseguir.

Definicién 3.1.24. Se dice que un conjunto no vacio R es un anillo si tiene
dos operaciones “ + 7 y “ -7 tales que

1. a,b € R implica que a +b € R.

2.a+b=b+a paraa, be R.
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3. (a+b)+c=a+ (b+c) para a,b,c € R.
4. Fxiste un elemento 0 € R tal que a + 0 = a para todo a € R.

5. Dado a € R, existe un b € R tal que a+b = 0. (b se expresard como

—a).

Notese que se ha dicho hasta ahora que R un grupo abeliano respecto a +.
Ahora se expresan las reglas de la multiplicacion en R.

6. a,b € R implica que a-b € R.
7.a-(b-c)=(a-b)-a para a, b,c € R.

Esto es todo lo que se exige por lo que se refiere a la multiplicacion sola. Mas
no se dejan las operaciones + y - aisladas entre si, sino que se entrelazan
mediante las dos leyes distributivas:

8. a-(b+c)=(a-b)+ (a-c) para a,b,c € R.
9. (b+c)-a=(b-a)+ (c-a) para a,b,c € R.

Definicion 3.1.25. Un anillo conmutativo R es un dominio entero siab =0
en R implica que a =0 o bien b = 0.

Definicion 3.1.26. Un anillo con unidad R, es un anillo con division si
para a # 0 en R, existe un elemento b € R (que normalmente se expresa
como a™t) tal que a-a™ ' =a7t-a=1.

Observacién 3.1.27. Un campo es un anillo conmutativo con division.

Definicién 3.1.28. Si p(x) = ap + a1x + -+ - + a,2™ y a, # 0, entonces el
grado de p(x), denotado por grd p(x), es n.

Teorema 3.1.29. Si D es un dominio entero con unidad 1 que es un espacio
vectorial finito-dimensional sobre un campo F', entonces D es un campo.

Demostracion. Para demostrar el teorema, dado a # 0 en D debemos en-
contrar un elemento a~! en D tal que aa~! = 1. Como en la demostracién
del Teorema 3.1.17, si dimp(D) = n entonces 1, a,a?,...,a" en D son lineal-
mente dependientes en D sobre F'. De manera que para ciertos aq, aq, .. ., ay,
en I apropiados, no todos ellos cero, apa™ + aja™t + -+ + o, = 0. Sea
p(x) = Box” + fra" ' + -+ + B, # 0 un polinomio en F[z] de grado minimo
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tal que p(a) = 0.
Afirmacion. g, # 0.
Supongamos que 3, = 0, entonces

0 = Boar + ﬁlar_l + -+ 67«_1(1 +0
= (5oar_1 + M @—1) a

Como D es un dominio entero y a # 0 se concluye que Bpa" '+ Bra" 2+ - -+
B,_1 = 0. Por consiguiente g(a) = 0, donde ¢(z) = Soz" '+ 12" 2+ -+ 31
en F[z] es de grado menor que p(x), pero esto es una contradiccién pues p(x)
era el de grado minimo con p(a) = 0. De esta manera 3, # 0.

Por lo tanto 3! esta en F'y

a(Boa '+ Pra" 2+ 4 Brq)

=1,
Br
lo cual da lugar a,
— (Boa" M+ B2+ -+ Bry)
Br ’
el cual estd en D es el a~! requerido en D. O]

Definicién 3.1.30. Se dice que un elemento a en la extension K de F' es
algebraico de grado n si existe un polinomio p(x) en F[z| de grado n tal que
p(a) = 0 y ningin polinomio no cero de grado menor en F[x] tiene esta
propiedad.

Definicién 3.1.31. El polinomio f(x) en F|x] es monico si el coeficiente de
su potencia mas alta es 1. Asi que, si f(x) es monico significa que f(x) =
2"+ Q12"+ + ag.

Ejemplo 3.1.32. Los siguientes son ejemplos de polinomios monicos en F|x]
» f(z) = 2% — 622 + 22 + 100
. fl)=a' -1

» f(z) =100z + 2%
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Se puede suponer que el polinomio p(x) en la Definicién 3.1.30 es monico,
ya que se podria dividir dicho polinomio entre su coeficiente de la potencia
mayor para obtener un polinomio ménico ¢(z) en Flz| de igual grado que
p(z) y tal que g(a) = 0, de ahora en adelante se supone que el polinomio
p(z) es monico y se le llama polinomio minimo de a sobre F'.

Proposicion 3.1.33. Sea a € K algebraico sobre F' con polinomio minimo
p(z) en F[z|. Entonces p(x) es irreducible en F|x].

Demostracion. Supongamos que p(z) no es irreducible en F[z]; entonces
p(z) = f(x)g(z), donde f(z) y g(z) estdn en F[z] y cada uno tiene gra-
do positivo. Puesto que 0 = p(a) entonces p(a) = f(a)g(a) y dado que f(a)
y g(a) estan en el campo K, se concluye que f(a) = 0 o bien g(a) = 0, lo
cual es imposible, ya que ambos f(z) y g(z) son de grado menor que f(x).
Por lo tanto p(z) es irreducible en Fz]. O

Definicion 3.1.34. Se dice que un subgrupo N de G es un subgrupo normal
de G sia *Na C N para todo a € G.

Definiciéon 3.1.35. Sea G un grupo y N un subgrupo normal el grupo factor
o grupo cociente de G por N, es M = {[a]la € G}, donde

[a] = {x € Glra™' € N} = Na,
el simbolo que se emplea para M es G/N (léase G sobre N o G mdd N ).

El siguiente Teorema se puede consultar en [3, p. 155]

Teorema 3.1.36. (ALGORITMO DE LA DIVISION)
Dados los polinomios f(x), g(x) € Flx], con g(x) # 0, existen q(x), r(x) €
F[z] tales que

f(@) = q(x)g(x) + r(z),
donde r(x) =0 o bien grd r(z) < grd g(z).

Sea a € K algebraico de grado n sobre F'y p(z) € F|x] su polinomio
minimo sobre F. Si f(zx) € F[z], entonces f(x) = q(x)p(z) + r(z) donde
q(z), r(x) estdn en Flz| y r(x) = 0 o bien grd(r(x)) < grd(p(x)), en virtud
del algoritmo de la divisién. Por lo tanto f(a) = q(a)p(a) + r(a) = r(a) ya
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que p(a) = 0. En forma breve, cualquier expresién polinémica en a sobre F
se puede expresar como un polinomio en a de grado n — 1 a lo sumo.

El siguiente lema se puede consultar en [3, p. 153].

Lema 3.1.37. Sip(z), q(z) son elementos de Fx] distintos de cero, entonces
grd(p(x)q(r)) = grd(p(z)) + grd(q(x)).

Proposiciéon 3.1.38. Si Fla] = {f(a)|f(x) € Flz]|} entonces Fla] es un
subcampo de K que contiene tanto a Fla] como a y [F[a] : F] = n, con a
algebraica de grado n.

Demostracion. Como cualquier expresion polindémica en a sobre F' se puede
expresar como un polinomio en a de grado n — 1, F[a] es generado sobre F'
por 1,a,a?,...,a" t. Por lo tanto es dimensionalmente finito sobre F.
Afirmacién. Fla| es un subanillo de K y como tal, Fa] es un dominio
entero.
En efecto, pues K D F'y al ser K una extension finita de F'y al saber que F[z]
es el anillo de polinomios en z sobre F', F[a| hereda todas las propiedades
que F[z] cumple como anillo, con esto concluimos la demostracién de la
afirmacion.
Para ver que F[a] es un dominio entero, procederemos por contradiccion. Si
p(a) # 0y g(a) # 0, entonces grd(p(a)) > 0y grd(q(a)) > 0. Por el Lema
3.1.37 grd(p(a)q(a)) = grd(p(a)) + grd(g(a)) > 0. Por lo tanto, p(a)q(a)
tiene grado mayor a 0 y no puede ser 0 (el cual no tiene grado asignado). Por
consiguiente, F'la] es un dominio entero.

Por la afirmacién anterior y por el Teorema 3.1.29, Fla] es un campo,
puesto que es generado sobre F por 1,a,ad?,...,a"*
Afirmacién. [F[a] : F] = n.
Para probar esta afirmacién se debe probar que 1,a,a?, ..., a son lineal-
mente independientes sobre F. Si g+ aja+-- -+ a,_1a” ' = 0 con los a; en
F, entonces ¢(a) = 0 donde ¢(x) = ag + ayz + -+ - + 12" esta en Fz].
Puesto que ¢(z) es de grado menor que p(x), el cual es el polinomio minimo

n—1

de a en F[x] se concluye que ¢(z) = 0. Asi, ap = a3 =+ = a,,_1 = 0. Por lo
tanto, 1, a,a?, ...,a"! son linealmente independientes sobre F' y forman una
base de F[a] sobre F'y [Fla] : F] = n. O

Dado que F[a] es un campo se denotara por F'(a), obsérvese ademds que
si M es cualquier campo que contiene a ambos F'y a, entonces M contiene
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todas las expresiones polindémicas en a sobre F'. Por consiguiente, F'(a) C M
y F(a) es el menor subcampo de K que contiene a ambos F'y a.

Definicién 3.1.39. Se llama F(a) al campo o extension obtenida al agregar
a al campo F.

Definicion 3.1.40. Sea R un anillo. Un subconjunto no vacio I de R se
llama ideal de R si:

1. I es un subconjunto aditivo de R.
2. Dadosr € R, a € I, entoncesra el yar e I.

Definicién 3.1.41. Una aplicacion ¢ : R — R' de un anillo R en un anillo
R’ es un homomorfismo si

(a) Y(a+b) =y(a)+¢(b),
(b) ¥(ab) = 1(a)y(b) para todo a,b € R.

La demostracién del siguiente Teorema se puede consultar en [3, p. 159]

Teorema 3.1.42. Sip(x) € F[zx], entonces el ideal (p(x)) generado por p(x)
en Flz] es un ideal mdximo de Fx] si y sélo si p(x) es irreducible en F|x].

La demostracién del siguiente Teorema se puede consultar en [3, p. 148]

Teorema 3.1.43. Sea R un anillo conmutativo con unidad 1 y M un ideal
mdximo de R. Entonces R/M es un campo.

Teorema 3.1.44. Supongase que K D F y que a € K es algebraico sobre F
de grado n. Entonces F(a) el campo obtenido agregando a F' el elemento a,
es una extension finita de F' y [F(a) : F| = n.

Demostracion. Sean F|x] el anillo de los polinomios en z sobre F'y M =
(p(x)) el ideal de F[z] generado por p(x) el polinomio minimo de a en K
sobre F. Por la Proposicién 3.1.33, p(x) es irreducible en F[z]|, y por el
Teorema 3.1.42, M es un ideal méaximo de F'[z]. Asi, por el Teorema 3.1.43,
F[z]/(p(x)) es un campo.

Afirmacién. La funcién ¢ : F[z] — K dada por ¢(f(z)) = f(a) es un
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homomorfismo.
Dado que
U(f(z) +g(x)) = ¥((f+9)(x)), donde f(x),g(x) € Flz]
= (f+9)(a)
fla) + g(a)
V(f(x)) +v(g(z)).
Y también,

U(f(z)g(x)) = »((fg)(x)), donde f(x),g(x) € Flz]
= (f9)(a)

f(a)g(a)

= Y(f(@)Y(g(x)).

Se tiene que 1 es un homomorfismo.

Como ¢ es un homomorfismo de F[z] en K y la imagen de F[z] en K es
simplemente F'(a). El nticleo de ¢ es J = {f(z) € Flz] : ¢¥(f(x)) = 0}. como
se sabe que ¥(f(z)) = f(a), se tiene que J = {f(z) € Flz] : f(a) = 0}.
Dado que p(x) esta en J y es el polinomio minimo de a sobre F', p(z) es del
grado minimo posible entre los elementos de J. De esta manera J = (p(x))
usando la demostracién del Teorema 4.5.6 de [3] se tiene que J = M. Por
el primer Teorema de homomorfismos para anillos (Teorema 4.3.3 en [3]),
Flz]/M = (F|z]) = (F(a)). Dado que F[z]/M es un campo, se tiene que
F(a) es un campo. O

3.2. Extensiones Finitas

Denotamos por E(K) el conjunto de los elementos de K y que son al-
gebraicos sobre F', desde luego F' C F(K). Nuestro objetivo es probar que
E(K) es un campo.

Teorema 3.2.1. El conjunto E(K) es un subcampo de K.

Demostracion. Lo que probaremos es que si a y b € K son algebraicos sobre
F | entonces a£b, ab, y a/b (si b # 0) son algebraicos sobre F'. Esto garantizara
que E(K) es un subcampo de K.

Sea Ky = F(a) el subcampo de K que se obtiene agregando a a F'. Como a es
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algebraico sobre F' digamos de grado m, por el Teorema 3.1.44, [Ky : F] = m.
Dado que b es algebraico sobre F' se tiene que b es algebraico sobre K. Si b es
algebraico sobre F' de grado n, entonces es algebraico sobre Ky y de grado a lo
sumo n. De esta manera K; = K(b), el subcampo de K obtenido agregando
b a Ky, es una extensién finita de Ky y [K; : Ky] < n. Por consiguiente, por el
Teorema 3.1.13, [K : F| = [K; : Ko|[Ko : F] < mn y por el Teorema 3.1.17,
Ky es una extensiéon finita de F'. Asi, todos sus elementos son algebraicos
sobre F'. Puesto que a € Ky C K; y b € Ky, entonces todos los elementos
a+b, ab, a/b estan en K; y son algebraicos sobre F'. O]

Teorema 3.2.2. Siu en K es algebraico sobre E(K), entonces u estd en
E(K).

Demostracion. Todo lo que se debe hacer es demostrar que u es algebraico
sobre F' esto colocard a u en E(K) y habremos terminado. Puesto que u es
algebraico sobre F(K) existe un polinomio no trivial f(z) = 2" + a1z ! +
ax" % + -+ + a, donde ay,ay, ..., a, estdn en E(K), tal que f(u) = 0. Dado
que ay, as, ..., a, estan en F(K') son algebraicos sobre F', supongamos que sus
grados son my, mo, ..., m,, respectivamente.

Afirmacién. [F(aq,...,a,) : F] = mymg---m,.

Para tal fin, simplemente se llevara a cabo n aplicaciones sucesivas del Teore-
ma 3.1.13 a la sucesion K, Ko, ..., K,, de campos. De esta manera, dado que
u es algebraico sobre el campo K,, = F(ay,as, ...,a,), (después de todo, el
polinomio que u satisface es p(z) = 2" +a;2" '+ - - +a,, el cual tiene todos
sus coeficientes en F'(aq, as, ..., a,)), el campo K, (u) es una extensién finita
de K, y puesto que K, es una extension finita de F' se tiene de nuevo por
el Teorema 3.1.13 que K,(u) es una extension finita de F'. Como u € K,,(u),
del Teorema 3.1.17 se obtiene que u es algebraico sobre F'. Esto situa a u en
E(K) por la misma definicién de E(K). O

3.3. Construcciones con regla y compas

Como ya mencionamos en el capitulo 1, el problema de la triseccién del
angulo (dividir un d&ngulo dado en tres partes iguales) junto con la duplicacién
del cubo (construir un cubo cuyo volumen sea el doble del de un cubo dado)
y la cuadratura del circulo (construir un cuadrado con la misma area de un
circulo dado) forman un grupo de problemas imposibles, llamados “los tres
problemas griegos”.
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Proposiciéon 3.3.1. Podemos construir con regla y compds, una recta per-
pendicular V' a una recta dada £.

Demostracion. Sea ¢ una recta construible que pasa por los puntos A y B,
y sea P un punto en ¢ distinto de B. Luego, se puede construir una circun-
ferencia (con compds) de radio PB tal que corte a ¢ en B y B’, después
construimos dos circunferencias (con compés) de radio BB’ con centro en B’
y B las cuales se intersectan en dos puntos () y S. Por lo tanto la recta que
une a Q y S llamada ¢ es perpendicular a ¢ y ademéds es construible con
regla y compas véase Figura 3.1. O]

<
™
~

g/

Figura 3.1: Construccién de una recta perpendicular a £.

Teorema 3.3.2. Podemos construir con regla y compas, una recta paralela
¢ a una recta dada ¢ que pase por un punto dado P.

Demostracion. Sea ¢ una recta construible, P un punto en la recta £ y ) un
punto exterior a la recta. Luego con el compés trazamos la circunferencia S
de radio PQ y centro en P, la cual corta a la recta £ en dos puntos Ay A'.
Después, trazamos una circunferencia S’ de radio AQ con centro en A’ la
cual cortard a .S en el punto O. Asi, concluimos que la recta ¢ que pasa por
el punto @ y O es paralela a la recta ¢ que pasa por el punto Ay A’ véase
Figura 3.2. [
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y P Al /

Figura 3.2: Construccién de una recta paralela a una recta dada.

Definicion 3.3.3. Un nimero « se dice que es un niumero construible si uni-
camente usando la regla y el compds podemos construir un segmento rectilineo
de longitud .

Teorema 3.3.4. Si « y [ son construibles entonces también lo son:
a) a+ [ es construible,
b) a— B es construible,
c) af es construible,

d) 5 es construible si § # 0.

Demostracién. a) Por hipétesis tenemos un segmento AB de longitud «, y
también otro segmento C'D de longitud 3 como en la Figura 3.3. Construimos
primero la recta que contiene al segmento AB y luego el circulo con centro
B y radio f = CD. Sea E el punto de intersecciéon de la recta L,p con
este circulo y tal que la longitud orientada de BE es . Se tiene que AE =
AB+ BE =a+ .

15}
C————9
C D
! 1)
o o 0
A B E

Figura 3.3: o + [ es construible.

b) Sea £ una recta en la cual encontramos al segmento AFE de longitud
a y también otro segmento C'D de longitud S. Construyamos primero la
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recta que contiene al segmento AE' y luego el circulo con centro en £ y radio
B =CD. Sea B el punto de intersecciéon de la recta Lap con este circulo tal
que la longitud orientada de BE es (3. Se tiene que: AF— BE = a— [ = BA,
véase Figura 3.4.

ae
Se

(e}

= é

c
A

e

Figura 3.4: o — [ es construible.

¢) Construyamos primero la recta ¢ que pasa por A y B, luego la recta
¢’ perpendicular a ¢ por el punto A. Como se puede elegir una unidad de
longitud, se puede escoger un punto U en / tal que AU = 1, usando compaés.
Marquemos los puntos A y B en { tales que AB = «a. Tracemos ahora el
circulo de centro A y radio # con C el punto de interseccion de este circulo
con la perpendicular ¢’ tal que la longitud orientada AC' = 5. Construyase
la recta C'U y la recta paralela a CU por el punto B (usando regla y compés),
sea D el punto de interseccion de esta paralela con ¢’ y sea AD = ~, se sigue
que v = AD = AB - AC = af. Por semejanza de tridangulos se tienen las

.. . AB __ AD AB _ AD { —
siguientes razones de semejanza yp = g, entonces 5> = 25. Asl, AD =
AB - AC = af, véase Figura 3.5.
(‘/
® D
Y C
3
) ° (
A U
@ L J

Figura 3.5: a8 es construible.

d) Construyamos la recta ¢ que pasa por Ay B tal que AB = a luego la
recta ¢’ perpendicular a ¢ por el punto A y sea C' en ¢ tal que AC = [ # 0.
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Como se puede elegir una unidad de longitud se puede escoger u%unto
U en ¢ tal que AU = 1 (usando compds). Construyamos la recta C'B y la
recta paralela a @ por el punto U. Sea D el punto de interseccion de esta

recta paralela con /. Entonces, por semejanza de triangulos obtenemos que

4B — 2 de modo que 42 = AC. Asf, %5 = By § = AD, véase Figura
3.6. 0
(‘/
'Ye.
iy
o o ¢
A D B
@ .

Figura 3.6: % es construible.

Teorema 3.3.5. Podemos sacar la raiz cuadrada con regla y compds de un
numero construible.

Demostracién. Primeramente trazamos un segmento AB de longitud a en
una recta dada £, es decir de longitud igual al ntimero del cual queremos sacar
su rafz cuadrada. Posteriormente extendemos el segmento AB una unidad
en direccion opuesta, luego trazamos un circulo que tenga como didmetro
el segmento AC. Finalmente, en el punto B (donde se empieza la extensién
de longitud 1) trazamos una linea perpendicular a AC la cual corta a la
circunferencia en dos puntos H y P, véase Figura 3.7.

Afirmacion. El segmento BH es la raiz cuadrada de a.

Observemos que el tridngulo ABH es semejante al tridangulo H BC', entonces
% = %, pero BC =1 de lo que se tiene que 5= = %. Entonces (AB) =
(BH)?. Asi, BH = \/a. O
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Figura 3.7: Raiz cuadrada de un nimero construible a.

Definiciéon 3.3.6. Sea F' un subcampo cualquiera del campo de los nimeros
reales, consideremos todos los puntos (x,y) en el plano real euclidiano cuyas
coordenadas x ey estan en F'; llamamos al conjunto de estos puntos el plano

de F.
El siguiente teorema lo podemos consultar en [12, p. 135].

Teorema 3.3.7. Sea P C R? un conjunto con al menos dos puntos. Si o, 3
son numeros reales construibles a partir de P, entonces también o + 3, —
Bya-B,a/B (cuando 5 # 0) son construibles a partir de P. Se sigue que el
conjunto K de nimeros reales construibles a partir de P forma un subcampo
K de R. Mas ain, Q C K CR.

Ahora nos interesa saber la condicion necesaria para que un numero real
sea construible. Sea K el campo de ntimeros construibles y Ky un subcampo
de K. Dado que se entiende por el plano de Ky el conjunto de todos los
puntos (a,b) en el plano euclidiano real cuyas coordenadas a y b estan en
el plano de Kj. Si (a,b) v (¢, d) estan en el subcampo Ky, entonces la recta

que los une tiene la ecuacién ((g:?) = Ei’:g, de manera que es de la forma

ur + vy + w = 0 donde u, w, v estan en Kj.
Recordemos que de geometria analitica se tienen los siguientes resultados:

Proposiciéon 3.3.8. Dadas dos rectas de la forma uix + vy +w; = 0 gy
UoX + Voy + wo = 0, donde uy, us, vy, Ve, Wy, we estan todos en Ky, entonces
son paralelas o bien su punto de interseccion es un punto del plano de K.

Proposicion 3.3.9. Dada una circunferencia cuyo radio r estd en Ky y cuyo
centro (a,b) estd en el plano de Ky, su ecuacion es (x —a)>+ (y—0)?> =12 la
cual al desarrollarse es de la forma x*> +y*> +dx +ey+ f = 0 donde d, e y f
estan en K.
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Ahora para ver dénde intersecta una recta de la forma ux + vy +w =0
a una circunferencia de la forma 2% + y* + dz + ey + f = 0 contenida en
el plano de K, se resuelve simultaneamente las ecuaciones de la recta y la
circunferencia.

Si v # 0, entonces y = — , sustituyendo y en la ecuacién z? + y? +
dxr + ey + f = 0 se tiene

0 = 2°+ < uerw) +da:+e<—ux:w)+f

( (ux + w) u:B+w)>

(uz+w)

eCUTr — ew

—i—dx—i—( )—l—f

v

U urw cuxT cw

u? 2uw eu ew
— x2<1+2 +x<2+d—)—l—w2——|—f.
v v v v

La cual es una ecuacion cuadrética en la abscisa ¢ de la forma ¢+ s1c+55 = 0

—s1E4/ s%—4s§

con s; y sy en Ky. Por la féormula cuadratica ¢ = 5 y si la recta
y la circunferencia se cortan en el plano real, entonces s? — 4s3 > 0 y si
K, = Ky(+/s) entonces se ve que la abscisa ¢ se encuentra en K;. Si /s € Ky
resulta que Ky = Ky de lo contrario [K; : Ky = 2. Puesto que la ordenada
d = M, se tiene que también d € K;. Por consiguiente, el punto de
interseccién (¢, d) se encuentra en el plano de K; donde [K; : Ko] =1 0 2.
Finalmente, para obtener la interseccién de las circunferencias z2 + 4% + dx +
ey+f =0y 2 +y*+gx+ hy+k =0 en el plano de K, restando una
de estas ecuaciones de la otra, resulta (d — g)z + (e —h)y+ (f —k) =0 la
cual es la ecuacién de la recta en el plano de K. Por tanto, encontrar los
puntos de interseccion de las dos circunferencias en el plano K es lo mismo
que hallar los puntos de interseccion de una recta en el plano de K, con
una circunferencia en este plano. Esta es precisamente la situacién de que
se dispuso anteriormente, por tanto si las dos circunferencias se cortan en
el plano real, sus puntos de intersecciéon se encuentran en el plano de una
extension de Ky de grado 1 o 2.

Teorema 3.3.10. Para que un numero real a sea construible es mecesario
que [Q(a) : Q] sea una potencia de 2. En forma equivalente, el polinomio
minimo de a sobre Q debe tener grado igual a una potencia de 2.
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Demostracion. Para producir una longitud construible a se empieza en el
plano de Q, la regla proporciona rectas en el plano de Q y el compés circun-
ferencias en el plano de Q. Por tanto, estas se intersectan en un punto del
plano de una extension de grado 1 o 2 de QQ . Para llegar a a, se va por este
procedimiento del plano de Q al de Ly, digamos donde [L; : Q] =1 0 2, luego
al de Lo, donde [Ls : L] = 1 0 2 y se continua un nimero finito de veces. De
esta forma se obtiene una sucesién finita Q = Lo C Ly C Ly C --- C L, de
campos donde cada [L; : L;_1] =1 0 2 y donde a estd en L,,. Por el Teorema
3.1.13 se tiene

[Ln . @] = [Ln . Ln—l][Ln—l . Ln_g] cee [Ll . Q]

Dado que cada [L; : L;_1] = 1 0 2 se ve que [L,, : Q| es una potencia de 2.
Puesto que a € L, se tiene que Q(a) es un subcampo de L,,. Por consiguiente,
por el Corolario 3.1.16, [Q(a) : Q] debe dividir a una potencia de 2. Por lo
tanto [Q(a) : Q] = 2™ para algin entero no negativo m. En forma equivalente
por el Teorema 3.1.44, el polinomio minimo de a sobre Q debe tener un grado
igual a una potencia de 2. Esta es una condicién necesaria para que a sea
construible. O

Antes de proseguir con la demostracion de la imposibilidad con regla y
compas para trisecar un angulo, veremos que un angulo recto se puede trise-
car.

Sea ZA un angulo recto. Trazamos un circulo con centro en A, con cual-
quier radio a, que intersecta los lados de ZA en los puntos B y C. Luego
trazamos un circulo con centro en B, que contenga a A. Los dos circulos se
intersectan en dos puntos, uno de los cuales sera un punto D en el interior
de ZA. Ahora el triangulo es equilatero y, por lo tanto, equiangular. Por lo
tanto ZBAD = 60°y ZDAC = 90° — 60° = 30° = %90". Es decir, ZDAC es
un tercio del angulo ZBAC.
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A
4

B

Figura 3.8: Triseccion de un dngulo recto.

Teorema 3.3.11. Es imposible trisecar un dngulo de 60° usando solo regla
Yy compas.

Demostracion. Si se pudiera trisecar el angulo particular de 60° se podria
construir el triangulo de la Figura 3.9.

0 O]
A B

Figura 3.9: Triangulo rectangulo.

Donde 6 = 20° y AC' = 1, usando solo regla y compas puesto que AB es

de longitud cos 20°, debido a que cosf = mtff."“w = 4B — AB por las
ipotenusa 1

propiedades antes mencionadas se tendria que probar que cos20° = AB es
un numero construible.
Afirmacion. El cos 20° no es un numero construible.

Produciendo su polinomio minimo sobre QQ y demostrando que este polinomio
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es de grado 3. Para tal fin recordemos que

cos(3¢) = cos(2¢ + ¢) = cos(2¢)cosp — sin(2¢)¢p sin ¢
= cos(¢ + @) cos ¢ —sin(¢ + ¢) sin ¢
= (cos® ¢ — sin” ¢) cos ¢ — (2sin ¢ cos @) sin ¢
= cos® ¢ — sin? ¢ cos ¢ — 2sin? ¢ cos ¢
= cos’ ¢ — 3(1 — cos® ¢) cos ¢
= cos®¢p —3cos¢+3cos® ¢
= 4cos® ¢ — 3cos .

Sea cos ¢ = ¢, donde ¢ = 20° y usamos el hecho de que cos(3-20°) = cos 60° =
%, ast la férmula cos(3¢) = 4 cos® ¢ — 3cos ¢ se convierte en 4¢® — 3q = % y
de esta manera 2(4¢® — 3¢ = 3) se convierte en 8¢* — 6g — 1 =0, si s = 2¢
esta se transforma en 4s% — 3s — 1 = 0, por las propiedades de los ntimeros
construibles si g es construible entonces s también lo es, pero p(s) = 0 donde

p(r) = 423 — 3z — 1 el cual es un polinomio irreducible sobre Q pues

42° =3r -1 = x—a(42* —-3) -1
z(22 +V3)(2r —V3) - 1
0.

pero v/3 ¢ Q. Asi, p(z) es el polinomio minimo de s sobre Q, debido a que
p(z) es de grado 3 y 3 no es una potencia de 2, asi por los teoremas 3.3.7 y
3.3.10 se tiene que s no es construible, Por lo tanto, no se puede trisecar un
angulo de 60° usando solo regla y compas. O

Observacién 3.3.12. El polinomio p(x) en la demostracién anterior es una
combinacion de polinomios de Chebyshev de tipo I Y II, es decir, p(x) =
Ts(x) + U_o(z).

Para finalizar este trabajo y aprovechando la teoria desarrollada en él
demostraremos la imposibilidad de duplicar el volumen de un cubo y de
construir un cuadrado con la misma area que un circulo dado.

Para demostrar el siguiente Teorema, necesitaremos saber el Criterio de
Fisenstein y la definicién de Divisibilidad los cuales podemos revisar en [3,
p. 23, 169].

Definicién 3.3.13. Dados m,n numeros enteros, m # 0, se dice que m
divide a n, escrito como m | n, sin = cm para algin entero c.
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Teorema 3.3.14. Sea f(x) = 2" + a12™ ' + .-+ + a, un polinomio con
coeficientes enteros. Supdngase que existe algin primo p tal que p | ay,p |
s, ..., p | a, pero p* ¥ a,, entonces f(x) es irreducible en Q[z].

Teorema 3.3.15. Es imposible duplicar el cubo de volumen 1 usando sola-
mente regla y compds.

Demostracion. Duplicar un cubo de lado 1, por lo tanto de volumen 1, me-
diante regla y compds, requeriria construir un cubo cuyos lados miden b y su
volumen fuera 2. Pero el volumen de tal cubo seria b3, asi que se tendria que
encontrar un nimero construible b tal que b = 2. Dado un ntimero real b tal
que b = 2, entonces su polinomio minimo sobre Q es p(x) = 23 — 2.
Afirmacién. El polinomio p(z) = 23 — 2 es irreducible en Q.

Usando el criterio de Eisenstein, con p = 2 y sabiendo que a, = —2, se
tiene que p | a, = —2 pero p? § —2 pues —2 = (4) (—%) y —3 ¢ Z. Asi,
p(r) = 2* — 2 es irreducible sobre Q y ademés p(b) = 0 y p(z) es de grado
3, puesto que 3 no es una potencia de 2 por el Teorema 3.3.10 no existe tal
b construible.

Por lo tanto, la duplicaciéon del cubo mediante regla y compéas no es posi-
ble. O

Para la demostracion del siguiente Teorema, es necesario saber que Linde-
mann demostrd en 1882 que 7 es un numero trascendente y como lo mencio-
namos anteriormente en la Definicién 3.1.21 también se puede entender como
nimero trascendente a los niimeros que no pueden ser obtenidos mediante
procesos de resolver ecuaciones algebraicas.

Teorema 3.3.16. Es imposible usando regla y compads, hallar el drea de un
circulo dado.

Demostracion. Podemos pensar al radio del circulo como la unidad y al circu-
lo unitario centrado en el origen de R2. El 4rea de este circulo es 7 y asi el
cuadrado cuya drea es igual a la 7 tiene lados igual a /7 pero si fuera posi-
ble construir este cuadrado entonces 7 seria construible y [Q(y/7) : Q] seria
potencia de 2 y entonces 7 seria algebraico sobre Q pero eso es una contra-
dicciéon al Teorema de Lindemann. Por lo tanto, es imposible usando solo
regla y compas hallar el area de un circulo dado. O
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